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基于概率测度支持向量机的静态手写数字识别方法
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摘　要：提出了基于概率测度的支持向量机算法，它采用概率分布作为均值嵌入构造再生希尔伯特空间，为了能够

直接采用任何标准的基于核的学习技术，又构造了支持向量机的一般形式，称为基于概率测度的支持向量机 （ＰＭ－
ＳＶＭ）．通过在 ＭＮＩＳＴ数据库构建的虚拟样本进行实验，证明了该算法在识别率和时间消耗上更为有效．
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１　引言

近年来，人们对手写数字识别研究表现出极大
的兴趣［１］．作为图像处理与模式识别领域的一个具
有较高实用价值的重要问题，手写数字识别可以分
为动态（联机）手写数字识别和静态（脱机）手写数字
识别两种．由于动态识别可以考虑数字输入过程中
的笔顺和笔画数，因此相比静态识别更容易，研究成
果也更成熟．静态手写数字识别只能提供二维图像
信息不能提供时序信息，因此，到目前为止，静态手
写数字的识别还是特别有难度的［２］．
目前，在静态手写数字识别中常用的分类算法

有：Ｋ－最近邻算法、ＢＰ神经网络、支持向量机等［３］．

Ｋ－最近邻分类器的识别率相对较低［４］；ＢＰ神经网
络的前馈性使得它的识别率相对较高，但需要大量
的训练数据，速度较慢［５］；支持向量机是利用凸优化
理论来训练分类器，它的训练过程比神经网络更简
单，在测试阶段，它的计算速度也比 Ｋ－最近邻算法
快得多，从而成为目前使用最多的方法．但是，支持
向量机学习的主要问题是低增量学习能力，为了学
习新模式必须重新训练；而当得到新的数据模型时，
系统通常覆盖前面的模型；与此同时，在大多数情况
下，当训练样本量很大时，需要消耗大量的时空资
源［６］．因此，用已知的概率分布替代具体的数据对支
持向量机进行训练更合适．
本文提出了基于概率测度的支持向量机算法，
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并在此基础上提出了基于概率分布的静态手写数字

识别方法．实验表明：本文方法能够在保证识别率的
基础上大幅度提高运算速度．

２　经典的支持向量机和核理论

支持向量机是一种基于统计学理论的机器学习

方法，它将向量映射到高维空间，在高维特征空间使
用线性函数建立最大间隔超平面，从而实现对原始
数据的分类，其两分类问题算法如下：
对于独立同分步的训练样本集 Ｘｉ，ｙ｛ ｝ｉ Ｎ

ｉ＝１，这
里Ｘｉ∈ 瓗ｎ，ｙｉ∈ －１，＋｛ ｝１ ，Ｎ 是样本的个数，ｎ
是每个训练样本向量的维数，特征映射函数 Ｘ（ ）ｉ ：

瓗ｎ →Ｈ，将训练样本集从输入空间瓗ｎ 映射到高维
特征空间Ｈ，它的决策过程只依赖于高维特征空间

Ｈ 中向量内积的运算，即〈 Ｘ（ ）ｉ · Ｘ（ ）ｊ 〉．若存在
核函 数 Ｋ　Ｘｉ，Ｘ（ ）ｊ 满 足 Ｋ　Ｘｉ，Ｘ（ ）ｊ ＝ 〈 Ｘ（ ）ｉ ·

 Ｘ（ ）ｊ 〉，则它对应的分类决策函数为

ｆ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ａｉｙｉＫ　ｘｉ，·（ ）ｘ ．

支持向量机在训练与决策过程中，只需用核函
数运算代替样本向量的内积运算，没有必要知道
的具体表达形式．
设χ为非空紧凑集，Ｈ 为函数族Ｆ的完备内积空

间 （即希尔伯特空间），且对于任意ｆ∈Ｆ有ｆ：ｘ→
瓗，其中ｘ∈χ．如果对于所有ｘ∈χ，线性点函数映射

ｆ→ｆ（）ｘ 存在且连续，则 Ｈ 可称为一个再生核希尔
伯特空间 （ＲＫＨＳ）．在ＲＫＨＳ中，ｆ（）ｘ 可表示为一个
内积：ｆ（）ｘ ＝〈ｆ，（）ｘ 〉Ｈ，其中，：χ→Ｈ为从ｘ到Ｈ
的特征空间映射，且两个特征映射的内积称为核
（Ｋｅｒｎｅｌ），ｋ　ｘ，ｘ（ ）（ ）′ ＝〈（）ｘ ，ｘ（ ）′ 〉Ｈ．

３　 优化的支持向量机

３．１　 相关概念及问题描述
对于一个模式分类问题，给定一非空紧凑集χ，ｐ

表示在测度空间 χ，（ ）Ａ 中概率测度Ｐ的集合，Ａ是#
子集的一个σ －代数．我们的任务是：当输入样本集

Ｐｉ，ｙ（ ）｛ ｝ｉ
ｍ
ｉ＝１（Ｐｉ∈ｐ，ｙｉ∈Ｙ）时，寻找能够最好地代

表输入概率测度Ｐｉ与分类标签ｙｉ关系的分类器ｈ：ｐ
→Ｙ［７］．为简单起见，我们讨论两分类问题；对于多分
类问题，可以使用 ＯＡＯ （ｏｎｅ　ａｇａｉｎｓｔ　ｏｎｅ）或 ＯＡＡ
（ｏｎｅ　ａｇａｉｎｓｔ　ａｌｌ）策略分解为多个两分类问题．
根据核学习理论，我们将概率测度嵌入一个再

生核希尔伯特空间（ＲＫＨＳ），从而ｐ到Ｈ 映射可表
示为如下形式．

设Ｈ 为函数ｆ：χ→ 瓗 的一个 ＲＫＨＳ，根据

ＲＫＨＳ的定义则必有再生核ｋ：（χ×χ→瓗），从而得
到ｐ到Ｈ 均值映射

μ：ｐ→Ｈ，Ｐ∫ｘｋ（ｘ，·）ｄＰ（ｘ） （１）

假设对所有ｘ∈χ，ｋ（ｘ，·）都是有限的，如果ｋ
是特征核（ＣＫ），则ｐ→Ｈ是内射的［８］．对于任意Ｐ，
令μＰ ＝μ（ ）Ｐ ，则有再生特征

ＥＰ［］ｆ ＝ 〈μＰ，ｆ〉Ｈ，ｆ∈Ｈ
［９］． （２）

从式（２）可以看出：均值嵌入μＰ 作为与核函数Ｋ：（ｐ×
ｐ→ 瓗）相关联的特征映射，可以定义Ｋ　Ｐ，（ ）Ｑ ＝
〈μＰ，μＱ〉Ｈ．由ｓｕｐｘ ‖ｋ　ｘ，（ ）· ‖Ｈ ＜ "，得出

Ｋ（Ｐ，Ｑ）＝〈ｋ（ｘ，·），ｋ（ｚ，·）〉ＨｄＰ（ｘ）ｄＱ（ｚ）（３）
又由Ｈ 的再生性得出：

Ｋ（Ｐ，Ｑ）＝ｋ（ｘ，ｚ）ｄＰ（ｘ）ｄＱ（ｚ） （４）

由式（３）和（４）得出Ｋ是关于ｐ的正定核，于是
得到如下定义：
设训练样本为 Ｐｉ，ｙ｛ ｝ｉ ｍ

ｉ＝１，其中Ｐｉ ∈ｐ，ｙｉ ∈
瓗，Ω：０，＋［ ）" →瓗为严格单调递增函数，任一损
失函数Ｌ：ｐ×瓗（ ）２　 ｍ → 瓗 ∪ ＋｛ ｝" ，正规风险函
数定义为

Ｌ　Ｐ１，ｙ１，ＥＰ１［］ｆ ，…，Ｐｍ，ｙｍ，ＥＰｍ［］（ ）ｆ ＋Ω ‖ｆ‖（ ）Ｈ
（５）

使式（５）达到最小的ｆ∈Ｈ，可表示为ｆ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ａｉμｐｉ．

从上式可以看出，关于概率测度的分类问题可
以用嵌入μｐ 的有限的线性组合函数来表式．ａｉ为权
重系数，它通过嵌入μｐ 来控制ｆ中每个线性核的相
对重要性．
３．２　 核函数的确定
标准的ＳＶＭ特征映射（ｘ）一般是非线性的，而

μｐ 是线性的．所以在建模的不同阶段，用两个核函数：
第一层嵌入核函数ｋ，用来获得测度的向量表示；第二
层核函数Ｋ用来构建关于概率测度的非线性算法．
我们可以仿照定义非线性核χ的方法来定义非

线性核ｐ，将Ｐ∈ｐ的均值嵌入μｐ作为特征表示．假
设映射（１）是单射的，〈·，·〉ｐ表示ｐ的内积，由线性
得出〈Ｐ，Ｑ〉ｐ ＝ 〈μｐ，μＱ〉Ｈ

［１０］．关于ｐ的非线性核定
义为Ｋ　Ｐ，（ ）Ｑ ＝ｋμＰ，μ（ ）Ｑ ＝ 〈ψμ（ ）ｐ ，ψμ（ ）Ｑ 〉Ｈｋ，ｋ
是正定核．这样，只要非线性核ｐ 完全依靠内积
〈μｐ，μＱ〉Ｈ，于是，关于χ的标准非线性核就可以直接
用来表示关于ｐ的非线性核了．这比针对确定概率
测度而专门设计核函数简单灵活得多的．并且，Ａ．

８０１
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Ｃｈｒｉｓｔｍａｎｎ和Ｉ．Ｓｔｅｉｎｗａｒｔ已经证明［１１］：对于任意

Ｐ，Ｑ ∈ ｐ， 高 斯 径 向 基 核 函 数 Ｋ　Ｐ，（ ）Ｑ ＝

ｅｘｐ －γ２ ‖μＰ －μＱ‖
２（ ）Ｈ 是通用的，其中ｘ为一紧

域，映射μ是单射的．
在通常情况下，ＰＭ－ＳＶＭ 能用扩展核函数

Ｋ　Ｐ，（ ）Ｑ ＝Ｅｘ～Ｐ，ｚ～Ｑ ｋ　ｘ，（ ）［ ］ｚ （Ｅｘ～Ｐ［］· 指服从概
率测度Ｐ的数学期望算子）来处理解决ＳＶＭ问题．
当给定分布类和嵌入核函数ｋ后，由上式很容易计
算出Ｋ　Ｐ，（ ）Ｑ ．例如：当给定高斯分布类Ｎ　ｍ，（ ）Σ ，
嵌 入 核 ｋ 为 高 斯 径 向 基 核 函 数

ｅｘｐ －γ２ ‖ｘ－ｙ‖（ ）２ 后，相对应的二级核函数
Ｋ　Ｐｉ，Ｐ（ ）ｊ ＝ 〈μＰｉ，μＰｊ〉Ｈ 为ｅｘｐ －

１
２ ｍｉ－ｍ（ ）ｊ（ Ｔ

Σｉ＋Σｊ＋γ－１（ ）Ｉ －１　ｍｉ－ｍ（ ））ｊ ／ γΣｉ＋γΣｊ＋Ｉ
１
２．

４　实验与结论

实验中，我们采用ＭＡＴＬＡＢ　ｌｉｂｓｖｍ工具箱（可
从ｈｔｔｐ：∥ｗｗｗ．ｃｓｉｅ．ｎｔｕ．ｅｄｕ．ｔｗ／～ｃｊｌｉｎ／ｌｉｂｓｖｍ／
处下载），在 ＭＮＩＳＴ手写体数字库（可从ｈｔｔｐ：∥
ｙａｎｎ．ｌｅｃｕｎ．ｃｏｍ／ｅｘｄｂ／ｍｎｉｓｔ／处下载）上进行实
验．ＭＮＩＳＴ是美国国家标准和技术研究所提供的
一个专门用于手写体数字识别研究的数据库，学术
界许多实验研究基于此库．库里面包含了６０　０００个
训练样本和１０　０００个测试样本，每个样本为２８×２８
像素的ｂｍｐ图片［１２］．
对图像识别来说，对输入图像进行不变性变换

不会影响对图像的识别结果．所谓的不变性变换是
指对图像的缩放、平移、旋转等基本操作；对训练样
本施加不变性变换产生新的训练样本称为虚拟样

本［１３］．本实验分为四组：数字１和８、３和４，３和８、

６和９．对于每次训练，我们从 ＭＮＩＳＴ中，对每个数
字随机选取１００个样本，为了降低计算量，用主成成
分分析法将维数降到１６，对每个１６×１６的图像，选
用高斯分布 Ｎ（１，［ ］１ ，０．１·Ｉ２），Ｎ（０，［ ］０ ，５·

Ｉ２））和Ｎ ０，（ ）π 作为先验分布，ｓｘ，ｓ（ ）ｙ 作为缩放参
数，ｔｘ，ｔ（ ）ｙ 作为平移参数（ｘ，ｙ 分别表示横纵坐
标），θ作为旋转角，进行等价变换产生１０、２０、３０个
虚拟样本，相应构建成有２　０００、４　０００、６　０００个虚拟
样本的训练集．
实验中，我们对三种算法进行比较：经典ＳＶＭ；

每一个分布选取相同数量样本的ＳＶＭ，（下称为

ＡＳＶＭ）；本文提出的基于测度 Ｐｉ，ｙ（ ）｛ ｝ｉ
ｍ
ｉ＝１的ＰＭ－

ＳＶＭ算法．对于ＳＶＭ和ＡＳＶＭ，用高斯ＲＢＦ核函
数，ＰＭ－ＳＶＭ 采用具有高斯ＲＢＦ核函数的经验核
做为基础核函数，采用１０ＣＶ交叉验证法，预先设
定核参数搜索范围为：Ｃ∈ ２－３，２－２，２－１，．．．，２｛ ｝７ ，

Υ∈ ０．０１，０．１，｛ ｝１ ．表１（ａ）、（ｂ）、（ｃ）．分别展示了本
算法对缩放、平移、旋转变换后的图像的识别率，在
多数情况下，当虚拟样本数量增大的时候，ＰＭ－
ＳＶＭ比ＳＶＭ 和 ＡＳＶＭ 识别率更高一些；表２中
给出了以ＰＭ－ＳＶＭ时间消耗为基准的相对时间消
耗，从中可以看出，与ＳＶＭ 和 ＡＳＶＭ 相比，ＰＭ－
ＳＶＭ算法的效率大幅提升．

表１　识别准确率对比实验
（ａ）缩放变换

算法 ＡＳＶＭ　 ＳＶＭ　 ＰＭ－ＳＶＭ

虚拟样本数量 ２　０００　 ４　０００　 ６　０００　 ２　０００　 ４　０００　 ６　０００　 ２　０００　 ４　０００　 ６　０００

１ＶＳ　８／％ ９１．５７　 ９２．４６　 ９３．０５　 ９６．９４　 ９６．８９　 ９６．８７　 ９７．９６　 ９７．６４　 ９８．３８

３ＶＳ　４／％ ９１．６５　 ９２．７９　 ９４．０３　 ９６．１５　 ９６．１６　 ９６．１７　 ９７．７６　 ９６．８２　 ９８．１９

３ＶＳ　８／％ ９３．３４　 ９２．２３　 ９０．７７　 ９６．８１　 ９６．７４　 ９６．６６　 ９５．５１　 ９５．９４　 ９５．２４

６ＶＳ　９／％ ９３．３３　 ９１．９１　 ９１．８５　 ９６．０６　 ９６．０７　 ９６．１２　 ９６．８５　 ９６．８２　 ９６．３６

（ｂ）平移变换

算法 ＡＳＶＭ　 ＳＶＭ　 ＰＭ－ＳＶＭ

虚拟样本数量 ２　０００　 ４　０００　 ６　０００　 ２　０００　 ４　０００　 ６　０００　 ２　０００　 ４　０００　 ６０００

１ＶＳ　８／％ ９６．２１　 ９７．２２　 ９７．４７　 ９５．４４　 ９５．４５　 ９５．４８　 ９６．７４　 ９７．６１　 ９８．０４

３ＶＳ　４／％ ９３．６９　 ９４．３１　 ９２．８８　 ９７．３２　 ９７．３４　 ９７．３２　 ９８．０７　 ９８．３１　 ９８．６４

３ＶＳ　８／％ ９２．３５　 ９２．８７　 ９３．２３　 ９７．２７　 ９７．２９　 ９７．２８　 ９６．７２　 ９６．７６　 ９８．５７

６ＶＳ　９／％ ９３．１９　 ９４．０８　 ９４．９７　 ９７．８７　 ９７．８６　 ９７．８９　 ９８．５９　 ９８．７８　 ９８．３１

９０１
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续表１
（ｃ）旋转变换

算法 ＡＳＶＭ　 ＳＶＭ　 ＰＭ－ＳＶＭ

虚拟样本数量 ２　０００　 ４　０００　 ６　０００　 ２　０００　 ４　０００　 ６　０００　 ２　０００　 ４　０００　 ６　０００

１ＶＳ　８／％ ９６．９２　 ９３．５０　 ９６．５４　 ９２．７４　 ９２．７６　 ９２．８０　 ９５．３４　 ９６．１３　 ９４．６１

３ＶＳ　４／％ ９５．６３　 ９５．５６　 ９１．２３　 ９３．９２　 ９３．８７　 ９３．９３　 ９６．５８　 ９４．５７　 ９４．８８

３ＶＳ　８／％ ９２．３６　 ９２．７６　 ９２．６５　 ９６．５３　 ９６．５３　 ９６．５３　 ９３．６４　 ９６．５３　 ９７．８４

６ＶＳ　９／％ ９４．１５　 ９５　 ９４．４８　 ９９．２５　 ９９．２３　 ９９．２３　 ９８．６３　 ９８．６３　 ９９．３６

表２　ＡＳＶＭ和ＰＭ－ＳＶＭ识别时间

虚拟样本数量 ２　０００　 ４　０００　 ６　０００

ＳＶＭ／％ ４６５　 １　２９１　 ２　０８９

ＡＳＶＭ／％ ２６３　 ９４１　 １　８８９

ＰＭ－ＳＶＭ／％ １　 １．４８　 １．１６

５　结束语

本文针对静态手写数字识别问题，提出了一个
基于概率测度的支持向量机算法（ＰＭ－ＳＶＭ）．首
先，将概率测度嵌入到再生核希尔伯特空间，得到优
化的支持向量机模型；然后，针对该模型给出了关于
概率测度的线性或非线性核函数，并根据实际情况
选择适合的核函数，最后，实验证明了该算法在保证
识别率的前提下，能大幅度提高计算效率，在总体性
能上优于经典ＳＶＭ．
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